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摘　要：：针对传统ＲＯＦ模型在修复图像时易产生阶梯效应，提出了一种自适应分数阶ＴＶ修复算法．该算法利用

分数阶微分的全局性，将ＲＯＦ修复模型的正则项由一阶微分拓展到分数阶微分，有效地解决了传统ＲＯＦ模型在

修复图像时所产生的阶梯效应．另外，为了更好地保持修复图像的边缘，在分数阶微分正则项上设计了一个自适应

边缘指示算子．由于该模型与鞍点结构的优化模型上具有相似性，所以在算法上采用基于预解式的原始对偶算法

对新模型进行求解，并且采用自适应卷积滤波函数来自由地控制新模型修复扩散的强弱．实验结果表明：相比于传

统的ＴＶ、ＴＧＶ修复算法，文中提出的自适应分数阶ＴＶ修复算法有着更好的修复效果，能够对诸如斑块、划痕、文

字等类型的图像破损进行较好地修复．
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１　引言

图像修复在图像处理领域一直都是倍受关注的

问题，通过对一幅破损图像进行修复从而使其无限

的接近和达到原始图像的像素信息或视觉效果，这

一工作在日常生活中也有着极其重要的意义［１］．从

数学角度分析，图像修复实质上是为了求解一个病

态的逆问题．由于无法从缺损图像中获取更多有关

于其缺损部分的准确信息，所以只能通过一些相应

的数学模型来对图像缺损区域的周边邻域可知的先

验信息来不断地模糊和概化其缺损部分的内容，从

而来达到所谓的修复效果．

现阶段，图像修复大致可以分为两种类型，即基

于纹理合成的修复方法和基于非纹理的修复方法．
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基于纹理合成的修复方法在选定修复区域的边界通

过对周围先验区域进行块匹配的方式选择适合的纹

理进行填充［２－４］．但有时在填补破损区域时也会存

在修复痕迹突出和匹配不精确的缺点．基于非纹理

的修复方法在选定修复区域的边缘先验区域通过相

应的数学模型来向破损区域不断的扩散来达到原有

的图像信息．该类方法最初是由Ｒｕｄｉｎ等人
［５］所提

出的一种全变差（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）正则化图像

去噪数学模型，而后再由Ｃｈａｎ等
［６］人把其移植到

了图像修复领域，并且在实验中取得了较好的效果．

但是这类模型虽然能够有效的修复图像，但不能满

足人类视觉感知的连通性．因此，Ｚｈａｎｇ等人
［７］提出

了分数阶图像去噪变分模型，并采用Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ投

影算法求解该模型，使得去噪过程中保持更精细的

尺度特征．而后由ＴｉａｎＤａｎ等人
［８］提出了一种分数

阶原始对偶去噪模型，因为此模型能与鞍点优化模

型建立对等关系，所以采用原始对偶算法来求解该

模型．在此基础上，同时使用自适应步长来自由的调

整其运算参数，有效的实现了去噪的同时也较好的

保持了图像的结构细节特征．

本文在此基础之上，将分数阶微分引入到图像

修复领域，提出了一种自适应分数阶原始对偶修复

模型．

２　ＴＶ修复模型

ＴＶ修复图像的方法是一种基于偏微分方程的

图像修复方法，其修复的过程如图１所示．由待修复

区域犇的边缘区域犈（邻域）不断的向待修复区域扩

散的过程．ＴＶ修复模型可以表示为

ｍｉｎ
狌∫犇∪犈 "狌ｄ狓ｄ狔＋

λ
２∫犈 狌－狌０

２ｄ狓ｄ狔（１）

式（１）中，ｍｉｎ表示求其最小值运算，第一项为正则

项，作用是在犇∪犈区域内的图像总变分求取最优．

第二项为保真项，作用是平滑修复区域．狌为原始图

片，狌０为破损图片，λ为正则化参数，用于平衡上述

两项信号变化的相似性以确保结果图像上的灰度变

化与初始受损图像基本保持一致，使得修复后的图

像分段连续．

由式（１）可知，能量泛函的梯度下降方程为

狌
狋
＝ｄｉｖ

"狌
"

（ ）狌
＋λ犈 狌０－（ ）狌 （２）

式中，λ犈 ＝
λ，狓∈犈

０，狓∈
｛ 犇

，ｄｉｖ
"狌
"

（ ）狌
为扩散项， １

"狌

为扩散系数，其作用是修复图像时平衡图像在不同

梯度下的扩散强弱，以此来避免图像修复后破损区

域与其邻域之间过度的平滑．由于ＴＶ模型中的扩

散是各向异性的，所以ＴＶ修复模型不仅能有较好

的修复效果，而且还有良好的保边性．但是ＴＶ修复

模型在修复图像时只能有效的逼近分片常数，因此，

在修复结果中常常出现 “阶梯效应”．

图１　图像待修复域及其邻域示意图

３　自适应分数阶ＴＶ修复模型

分数阶微分实质上是整数阶微分的一种推广形

式，它是研究在合理阶次间分数阶阶次的微分和积

分的一个特性及合理的应用到图像处理邻域与求解

数学反问题的一个分数阶微分算子．为了解决上述

出现的问题，文中将ＲＯＦ修复模型的正则项由一

阶微分拓展到分数阶微分，发现能够有效的解决其

在修复图像时所出现的 “阶梯效应”．

图２所示是分数阶幅频特性响应曲线，从频域

的角度分析，分数阶微分的阶次越高那么中频和高

频的信号能够有效的被增强．即，在图像修复中，低

频、中频对应图像破损的平滑部分，高频对应图像的

破损的边界部分．因此分数阶修复模型不仅能够在

有效的修复破损区域的同时还能保证图像的细节．

图２　幅频特性响应曲线分析图

从数学角度分析，分数阶微分中有多种函数对

６４
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其进行了相应的定义．尤其是ＧｒüｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ

（ＧＬ）定义构造的分数阶梯度算子，其离散形式为，

"

α（ ）狌 犻，犼＝ Δα１（ ）狌犻，犼，Δ
α
２（ ）狌犻，（ ）犼 （３）

式中，

Δα１（ ）狌犻，犼＝∑
犽－１

犽＝０

（－１）犽犆α犽狌犻－犽，犼 （４）

Δα２（ ）狌犻，犼＝∑
犽－１

犽＝０

（－１）犽犆α犽狌犻，犼－犽 （５）

犆α犽 ＝
Γα＋（ ）１

Γ犽＋（ ）１Γ（α－犽＋１）
（６）

式（６）中，犽表示分数阶梯度算子的展开项，

Γ（）· 表示Ｇａｍｍａ函数．

由上可得，自适应分数阶犜犞修复模型为，

ｍｉｎ
狌
狏（狓）‖ "

α狌‖１＋
λ
２
‖狌－狌０‖（ ）２２ （７）

式（７）中，分数阶正则项的离散形式为，

‖ "

α狌‖１＝∑
犻，犼

"

α（ ）狌 犻，犼 （８）

其中，

"

α（ ）狌 犻，犼 ＝ Δα１（ ）狌犻，（ ）犼
２
＋ Δα２（ ）狌犻，（ ）犼槡 ２（９）

由此可见，分数阶梯度算子所构成的全局算子

比一阶微分算子所构成的局域算子在修复图像时能

更好的结合破损区域邻域的先验区域，亦能够更多

的保证图像的细节部分，从而达到更好的修复效果．

同时，在分数阶微分的正则项上设计的一个自

适边缘检测算子，

狏（狓）＝
１

１＋狋 "犞σ狌０
（１０）

式中，
"犞σ为维纳滤波，狋≥０为权重．由上式可见，

当狋＝０时，此模型就变为了一个单纯的分数阶ＴＶ

修复模型．那么从模型中可以看出，当狋值一定，

"犞σ狌０ 较大时，即对应图像的边缘区域，则

狏（狓）变得较小，这时正则项的扩散变得很弱．假如

这个区域有破损那么在修复破损的同时该周围的边

缘信息能够较好地保持；
"犞σ狌０ 较小时，即对应

图像的平滑区域，假如这个区域有破损那么破损区

域将很快的被修复．总之，自适应算子根据图像不同

区域的破损能够自行选择其控制扩散的强弱，从而

来更好的修复其破损区域使其无限的接近其原来的

像素信息．

由此可见，该模型由一阶有限的局域微分算子

扩展到分数阶无限的全局微分算子，因此分数阶

ＲＯＦ模型较经典的ＲＯＦ模型有更多的全局性，同

时，在分数阶正则项设计了一个自适应边缘指示算

子，并采用自适应卷积滤波函数来自由地控制新模

型修复扩散的强弱．因此，新模型在图像修复时能够

更好的在去除阶梯效应的同时又具有较好的保边

性能．

４　分数阶ＴＶ原始对偶修复算法

众所周知，在图像修复中ＲＯＦ修复模型大部

分采用经典的梯度下降法．但这种算法在模型离散

过程中，必然会使得图像破损区域及其邻域产生较

强的阶梯效应．因此，为了克服这一困难，以及上述

提出的新模型又与线性鞍点结构下求取最优值的模

型上极具有相似性，所以在算法上采用基于预解式

的原始对偶算法对新模型进行求解，即分数阶原始

对偶修复算法［９］．该算法不仅能够保证其修复效果

的同时还能克服其修复过程中产生的阶梯效应，使

得修复后的图像在视觉效果上显得更加的自然．

原始对偶算法最初是由Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ等人
［１０］提

出的一种有效的迭代算法，它不仅能够有效的处理

各种逆问题，而且运算过程相当简单，因此也就有效

的加快了新模型的修复速度．

为了能够更好的利用分数阶原始对偶算法求解

新模型（８），首先，对新模型进行ＬｅｇｅｎｄｒｅＦｅｎｃｈｅｌ

变换，即可以推得新模型（７）的对偶形式为，

ｍｉｎ
狌∈犡
ｍａｘ
狆∈犢
〈
"

α狌，狆〉＋
λ
２∫犈 狌－狌０

２ｄ狓 （１１）

式中，犘＝ 狆＝ 狆１，狆（ ）２ ‖狆‖! ≤｛ ｝β ．

由（１１）式可得求解模型（７）的分数阶原始对偶

修复算法如下：

步骤一：初始化：狌０，狌－０，狆０，σ，μ，τ，β＞０，

犽＝０，狋＞０．

步骤二：计算

狆
犽＋１＝ｐｒｏ犼狆 狆

犽
＋σ"

α狌－（ ）犽

狌犽＋１＝
狌犽＋τｄｉｖ狆

犽＋（ ）１ ＋τλ狌０
１＋τλ 犈

＋ 狌犽＋μｄｉｖ狆
犽＋（ ）（ ）１

θ犽 ＝１／ １＋２γτ槡 犽，τ犽＋１＝θ犽τ犽，σ犽＋１＝σ犽／θ犽

狌－犽＋１＝狌犽＋１＋θ犽 狌
犽＋１－狌（ ）

烅

烄

烆 犽

直到满足狌犽＋１收敛为止．

注：算法中，ｐｒｏ犼狆（狆～
犽）＝狆～犽／ｍａｘ（１，狆～犽 ／β狏）．

５　数值实验

为了验证本文提出该模型的有效性，分别对三

幅大小均为２５６×２５６的不同类型的破损图像进行

修复实验，并比较本文算法和经典ＴＶ、ＴＧＶ修复

算法的修复结果．为了保证各算法比较的公平性，将

从主观视觉效果和客观定量指标两个方面对图像修

复的质量进行比较．主观视觉上采用对图像修复后

７４
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的部分局部区域放大图来主观肉眼进行评判，客观

定量上采用峰值信噪比（ＰＳＮＲ）的精确定量值来进

行评判．

实验一：对像素分明的“ｃａｍｅｒａ”图像进行修

复，目的在于修复图像中的斑块破损区域，本次实

验的掩码区域选择的都是一些不同类型，诸如像

素分明的边界区域、像素均匀的平滑区域和细节

丰富的区域等进行破损处理，以此来保证实验的

说明性．首先设定本次实验中的参数以便于更好

的修复工作：τ＝１×１０－４，σ＝０．１，β＝１，μ＝２．０，λ

＝０．６，狋＝０．０２，α＝１．０～２．０．可以看出，特别在

该摄影师局部放大后的肩膀处可以看出，ＴＶ修复

模型局部修复不够完全，且有较大的阶梯效应，

ＴＧＶ所修复的效果要优于ＴＶ所修复的效果，但

同时也有其修复结果不够完全的缺点，而本文提

出的自适应分数阶ＴＶ的修复结果明显要优于前

两者，且视觉效果也更加的自然，并有效的减轻了

其模型本身带来的阶梯效应．

实验二：对含有细节丰富的“ｌｅｎａ”图像进行修

复，目的在于修复图像中的划痕破损区域，使其无限

的接近原图的像素信息．首先设定本次试验中的参

数以便于更好的修复工作：τ＝１×１０－４，σ＝０．１，β＝

１，μ＝２．０，λ＝０．７，狋＝０．０２，α＝１．０～２．０．可以明显

看出，ＴＶ修复模型局部修复不够完全，且有较大的

阶梯效应，即ＴＧＶ所修复的效果要略优于ＴＶ修

复的实验效果，但在视觉效果连通上不够完全，而本

文提出的自适应分数阶ＴＶ的修复效果则更加的自

然，且放大后的局部图像看起来则有效的去除了边

界的阶梯效应．

实验三：对含有文字覆盖的“ｓｈｉｐ”图像进行修

复，目的在于修复图像中的文字覆盖破损区域，可以

看出此掩码更具有全局性，因此，从另一个角度更能

体现新模型分数阶修复的全局性．首先设定本次试

验的参数以便于更好的修复工作：τ＝１×１０－４，μ＝

２．０，σ＝０．１，β＝１，λ＝０．６，狋＝０．０２，α＝１．０～２．０．

从图３中，特别在右侧船杆局部放大可以看出，ＴＶ

修复模型局部修复不够完全，还依稀能够看见修复

后文字模糊的影子，而ＴＧＶ所修复的结果在局部

放大后在视觉效果上虽然基本能够满足修复完全，

但仔细看来修复后区域还是略显模糊，而本文算法

的局部放大图看起来则和原图最为接近，并有效的

解决了其模型本身带来的阶梯效应．

以上三组实验结果图在主观视觉效果上较好的

反应了本文算法较其他两种算法更为自然，且更接

（ａ）Ｓｈｉｐ原图　　　　　（ｂ）破损图片

（ｃ）经典ＴＶ修复图像　　（ｄ）经典ＴＶ修复局部放大图

（ｅ）ＴＧＶ修复图像　　（ｆ）ＴＧＶ修复局部放大图

（ｇ）本文修复图像　　　　　（ｈ）本文修复局部放大图

图３　两种典型修复模型和本文算法

修复效果图及其局部放大图

近原图的图像信息．表１将继续从客观角度，采用峰

值信噪比（ＰＳＮＲ）作为客观评判指标，进行定量分

析新模型的修复性能．

ＰＳＮＲ＝１０ｌｇ

ｍａｘ
１≤犻≤犕

１≤犼≤犖

（狌０）犻，犼
２

１
犕犖∑

犕

犻＝１
∑
犖

犼＝１

（狌０）犻，犼－狌犻，［ ］犼
２

（１２）

式中，狌０表示无破损的原始图片，狌表示利用新

模型修复后的图片．

列出三幅不同类型的破损图像修复后图片的峰

值信噪比（ＰＳＮＲ）．

８４
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表１　ＴＶ、ＴＧＶ及分数阶不同阶次下图像修复峰值

信噪比的定量分析比较

ＮＡＭＥ ＴＶ ＴＧＶ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ＣＡＭＥＲＡ ３６．３４７３ ３８．６７４１ ３８．４８５７ ３８．６５２２ ３８．８５４６ ３９．０８７３ ３９．１４２１ ３９．０２５８

ＬＥＮＡ ４１．１８４９ ４１．３５１７ ４１．２６６２ ４１．３１２５ ４１．６８９９ ４１．９３００ ４２．２２５８ ４２．１５８９

ＳＨＩＰ ３６．０３６７ ３７．３７４６ ３７．１４８６ ３７．３２５６ ３７．４０３６ ３７．５６７２ ３７．５８６６ ３７．５２３５

　　由表１可知，文中算法的峰值信噪比呈现先增

大后减小的趋势．这也从侧门映证了α范围选择的

合理性．因此，最终固定参数选取为α＝１．８，以此来

确定本文算法的最优峰值信噪比．同时，在三组实验

数据分析比较可以得出，本文算法的最优峰值信噪

比较其他两种算法比较都有较明显的提升．从而更

进一步的从客观角度表明，本文算法的有效性．

６　结束语

在研究分数阶ＲＯＦ去噪模型的基础上提出了

一种自适应分数阶ＴＶ修复模型．该模型充分的利

用分数阶微分来保证其修复效果的全局性．同时采

用自适应卷积滤波函数来自由的控制其修复扩散的

强弱，并结合最近提出的原始对偶算法给出了一种

有效的数值计算方法．有效地解决了ＴＶ修复图像

所带来的 “阶梯效应”，并且能够更好的保留其修复

后的边缘和细节使得修复后图像与原图信息基本保

持一致．实验结果表明，自适应分数阶ＴＶ修复模型

在主观视觉效果和客观峰值信噪比上明显优于本文

所略举的两种方法．
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